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❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s
P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r ∗
❉♦♠❛✐♥❡ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ❈❖▼P❙❨❙
❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✼✻✽✾ ✖ ✈❡rs✐♦♥ ✶ ✖ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❏✉❧② ✷✵✶✶ ✖
r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✶✶ ✖ ✶✻ ♣❛❣❡s
❆❜str❛❝t✿ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛✣♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
❜② ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ✿ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱
❝♦❞❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉s❡ t❤❡♠ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ s❡ts✳ ❈♦♠♠♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡
♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡r ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧✳ ❙✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛t ❧❡❛st ❛s ❤❛r❞ ❛s ❙▼❚ s♦❧✈✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ ✇♦rst
❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✣♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r
♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛t❤ ❝✉tt✐♥❣ ✐♥ ❖r❞❡r❡❞ ❇✐♥❛r② ❉❡❝✐s✐♦♥ ❉✐✲
❛❣r❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥② r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢♦r♠✉❧❛
t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✇❛s t❡st❡❞
♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✣♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❜✐♥❛r② ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛
∗ ❈♦♠♣s②s✱ ■◆❘■❆✱ ❊◆❙✲▲②♦♥✱ ▲■P✱ ❯▼❘ ✺✻✻✽ ❈◆❘❙✱ ❯❈❇✲▲②♦♥
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❛✣♥❡s
❘és✉♠é ✿ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛✣♥❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
❛✣♥❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥s✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡
♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s très ❣r❛♥❞s ❡t ♠ê♠❡ ✐♥✜♥✐s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡r ♦♥t t❡♥❞❡♥❝❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❢♦rt❡♠❡♥t
r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❀ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s✐♠♣❧✐✲
✜❡✉r s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s r❛✐s♦♥❛❜❧❡s✳ ▲❛
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r
❧❡s ré❣✉❧❛r✐tés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❡♥ ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ❏❛✈❛ ❡t t❡sté s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡
❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ❛✣♥❡s✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♣♦❧②è❞r❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✸
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s
P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
❏✉❧② ✶✾✱ ✷✵✶✶
❆❜str❛❝t ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛✣♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜②
❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ✿ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦❞❡ ❛♥❞
❤❛r❞✇❛r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ t❤❡♠
❛s ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ s❡ts✳ ❈♦♠♠♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡♥❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡r ❢♦r
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛t
❧❡❛st ❛s ❤❛r❞ ❛s ❙▼❚ s♦❧✈✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛✣♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛t❤ ❝✉tt✐♥❣ ✐♥
❖r❞❡r❡❞ ❇✐♥❛r② ❉❡❝✐s✐♦♥ ❉✐❛❣r❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥② r❡❣✉❧❛r✐t②
✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢♦r♠✉❧❛ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛♥❞ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
✶✳✶ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡✐r ❯s❡
❆♥ ❛✣♥❡ ❛t♦♠ ✐s ❛ str✐❝t f(~x) > 0 ♦r ♥♦♥✲str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② f(~x) ≥ 0 ✱ ✇❤❡r❡
f ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ f(~x) = c.~x + d✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♦r ✉♥❦♥♦✇♥s✮ ~x ♠❛② t❛❦❡
r❛t✐♦♥❛❧ ♦r ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts c ❛♥❞ d ♠✉st ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♠❡♠♦r②✱ t❤❡② ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛✣♥❡
❛t♦♠s ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ∧,∨,¬ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ♦t❤❡rs✳ ❆ ❜♦♦❧❡❛♥
❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
✐♥ Qn ♦r Zn✳ ❚❤✐s s❡t ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✈❡① ♦r ♥♦t✳
❇♦♦❧❡❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ st❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s ❬✺❪✱ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬✶✺❪✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬✶✵❪✱ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✷✱ ✸❪ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ s②♥t❤❡s✐s ❬✶❪✳
❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❛❦❡ ♣❛✐♥s t♦ r❡str✐❝t t❤❡✐r ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦♥❧②✱ ♦r✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t♦ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
▼♦st ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡✳ ❆s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛✈❡
❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❣r♦✇ ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐ts✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ s✐♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛t♦♠s✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ s②♥t❤❡s✐s ✿ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ ❢❡✇ tr❛♥s✐st♦rs✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡
❛t♦♠ ♥❡❡❞s ❛❞❞❡rs✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② s❡✈❡r❛❧ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳
❇♦♦❧❡❛♥ ❛✣♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ✐s ❝♦♠✲
♣❧❡t❡✱ t❤❡♥ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♠✉st s✐♠♣❧✐❢② t♦ ❢❛❧s❡✱ ❤❡♥❝❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
∗❈♦♠♣s②s✱ ■◆❘■❆✱ ❊◆❙✲▲②♦♥✱ ▲■P✱ ❯▼❘ ✺✻✻✽ ❈◆❘❙✱ ❯❈❇✲▲②♦♥
❘❘ ♥➦ ✼✻✽✾
✹ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛s s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛t♦♠s ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜♦♦❧❡❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ pi ❜② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
xi ≥ 0✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s s♠❛❧❧ ❤♦♣❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❧❡ss
t❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r tr❛❞❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r
❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♦r ❝♦♥str✉❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢♦r♠✉❧❛ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥
❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘❡❞✉❝❡❞ ❖r❞❡r❡❞ ❇✐♥❛r② ❉❡❝✐s✐♦♥ ❉✐❛✲
❣r❛♠s ❬✹❪✳ ❘❖❇❉❉s ❛r❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❘❖❇❉❉ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❛❧s❡ ❧❡❛❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❘❖❇❉❉ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♠❛② ❤❛✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐③❡✳ ❘❖❇❉❉
❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥❡ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❤❛✈❡
s♠❛❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞
♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✳ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
✐❞❡❛ ✐s t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❖❇❉❉✳ ❲❤✐❧❡ st✐❧❧ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤
❢❛st❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✳ ✸ r❡♣♦rts ♦♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳
✶✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s
▲♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ¬ ,∧,∨,
⇒,⇔ ✐♥ t❤❛t ♦r❞❡r ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ t❡r♥❛r② ✐❢ x
t❤❡♥ y ❡❧s❡ z✱ ✇r✐tt❡♥ ite(x, y, z)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ y ✐❢ x ✐s tr✉❡✱
❛♥❞ t❤❛t ♦❢ z ✐❢ x ✐s ❢❛❧s❡✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ♦♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ ❧✐st ♦❢ ❛t♦♠s a1, . . . , an✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛✣♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✿
a(~x) =
m∑
i=1
cixi + c0 ≻ 0. ✭✶✮
❚❤❡ ci ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥t❡❣❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t♦r ≻ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t♦ > ♦r ≥✳ ❚❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, . . . xm ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡❣r❛❧
♦r r❛t✐♦♥❛❧✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ❛t♦♠ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❛t♦♠✳ ❆❧s♦✱
✇❤❡♥ t❤❡ xi ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❡❛❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❧♦✇❡st t❡r♠s ✿ ✐❢ g
✐s t❤❡ ❣❝❞ ♦❢ t❤❡ ci✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✿
∑
i
ci
g
xi + ⌊c0/g⌋ ≻ 0. ✭✷✮
✶✳✸ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♠✉❝❤
r❡s❡❛r❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❲✳ ❱✳ ❖✳ ◗✉✐♥❡✳ ❋♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❧♦❣✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s✱ s❡❡ ❞❡ ▼✐❝❤❡❧✐✬s t❡①t❜♦♦❦ ❬✼❪✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ st✉❞✐❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❋♦✉r✐❡r✲▼♦t③❦✐♥ ❡❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t an ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥ a1∧ . . .∧an
✐✛ a1∧. . .∧an−1∧¬an ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ♥♦t✐❝❡s t❤❛t t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤♦✉t
■◆❘■❆
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✺
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ r❛②s✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❈❤❡r♥✐❦♦✈❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝♦♥str✉❝ts ❛ ♥♦♥ r❡❞✉♥❞❛♥t
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❤✐❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢❛st❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳
■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ s❛②s t❤❛t an ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ f(a1, . . . , an) ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢♦r♠✉❧❛ g ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ an s✉❝❤ t❤❛t
∀~x : f(a1, . . . , an) ≡ g(a1, . . . , an−1).
❉✐❧❧✐❣ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✽❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿ an ❝❛♥
❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ f(a1, . . . , an) ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s f(a1, . . . , ain−1, true)
♦r f(a1, . . . , an−1, false) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ f ✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② s♦✉♥❞✱ ✐t ✐s
♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ✿ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❝❛r❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ite(x ≥ 0, x ≤
1, x ≥ −1) ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠ x ≥ 0 ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✱ ❜✉t t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ −1 ≤ x ≤ 1✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ♣✉r❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❛t♦♠s✳ ■❢
f(a1, . . . , an) ≡ g(a1, . . . , an−1), ✭✸✮
t❤❡♥
f(a1, . . . , an) ≡ g(a1, . . . , an−1) ≡ f(a1, . . . , true) ≡ f(a1, . . . , false).
❚❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s s♦✉♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝❛s❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ✐s ✉♥✐✲
✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ tr✉❡ ✐s ❛
❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r an✳ ■♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦✈❡r t❤❡
~x ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t f(a1, . . . , true) ≡ g(a1, . . . , an−1)
❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ~x✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤
❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❉✐❧❧✐❣ ❡t✳ ❛❧✳✱ ❜✉t t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❝❤♦❧❧ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✶✸❪ ✐s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✿ t❤❡② ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② st❛rt ❜② ❞❡✈✐s✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤✱ ✐❢
✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛
✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛♥ ❙▼❚ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧✐❧✐t② ❣✐✈❡s
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❝❤❡❝❦ ♦♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❉✐❧❧✐❣✬s ♠❡t❤♦❞✱
❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢♦r♠✉❧❛✳
✷ ❇✐♥❛r② ❉❡❝✐s✐♦♥ ❉✐❛❣r❛♠s
■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ❬✹❪ t❤❛t t❤❡ ✐❢ t❤❡♥ ❡❧s❡ t❡r♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥st❛♥ts tr✉❡ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✱ s✐♥❝❡ ✿
¬x = ite(x, false, true),
x ∧ y = ite(x, y, false),
x ∨ y = ite(x, true, y).
❆ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ite ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r
♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✵ ♦r ✶ ✭❢❛❧s❡ ♦r
tr✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♦r❞❡r❡❞ ✐❢✱ ♦♥ ❛♥② ♣❛t❤
❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ ❛ ❧❡❛❢✱ t❤❡ ❛t♦♠s ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❆♥ ♦r❞❡r❡❞
❇❉❉ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ r✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✿
❘❘ ♥➦ ✼✻✽✾
✻ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
✶✳ ◆♦ ♥♦❞❡ ❤❛s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✉❜tr❡❡s✱
✷✳ ■s♦♠♦r♣❤✐❝ s✉❜tr❡❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❀ ✐❢ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ tr❡❡ ❜✉t ❛ ❉❆●✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t r❡❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r❡❞ ❇❉❉s ✭❘❖❇❉❉s✮ ❛r❡ ❛ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✿ t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
tr✉t❤ t❛❜❧❡ ❤❛✈❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❘❖❇❉❉s✳
■❢ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❇❉❉ ❜②
❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣♦✐♥t❡r ❝❤❛s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t
s♦♥ ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛t♦♠ ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ tr✉❡✱ ♦r t♦ t❤❡ r✐❣❤t s♦♥ ✐❢ ❢❛❧s❡✱ ✉♥t✐❧ ❛
❧❡❛❢ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
▲❡t tt(u) ✭r❡s♣✳ ✛(u)✮ ❜❡ t❤❡ ❧❡❢t s♦♥ ✭r❡s♣✳ r✐❣❤t s♦♥✮ ♦❢ ♥♦❞❡ u✱ ❛♥❞ ❧❡t
a(u) ❜❡ t❤❡ ❛t♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦r❛t❡s u✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❢t ♥♦❞❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ a(u)✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♥♦❞❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts ❢❛❧s❡❤♦♦❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❡①tr❛❝t ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠ ❛ ❇❉❉✱ s✐♠♣❧② ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ t♦ ❛♥ ✐t❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✿
extract(u) = ite(a(u), extract(tt(u)), extract(✛(u))),
extract(0) = false,
extract(1) = true.
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ r✉❧❡s✱ ❧✐❦❡ ✿
ite(x, y, 0) = x ∧ y, ✭✹✮
ite(x, y, 1) = x⇒ y,
ite(x, 1, y) = x ∨ y,
ite(x, y, y) = y.
❚❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♠❛② s❡❡♠ t♦ ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐❢ t❤❡ ✜rst r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❛❢t❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❇❉❉ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ✇♦r❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t {0, 1}✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ w
♦♥❡ ♠❛② ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♥♦❞❡ n(w) ✐♥ t❤❡ ❇❉❉ ✿ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❇❉❉ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♣❛t❤ ǫ✱ n(w.1) = tt(n(w)) ❛♥❞ n(w.0) = ✛(n(w))✳ ❚❤❡♥ ✱ t♦ ❡❛❝❤
♣❛t❤✱ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❝❧❛✉s❡ ψw ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✿
ψǫ = true
ψw.1 = ψw ∧ a(n(w))
ψw.0 = ψw ∧ ¬ a(n(w)).
❆ ♣❛t❤ w ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❧❛✉s❡ ψw ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❧❛t❡r ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✱ r❡❞✉❝t✐♦♥
✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ st❛②s ❛ tr❡❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥
❖r❞❡r❡❞ ❇❉❉ ✐s st✐❧❧ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r ♣✉r❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r✉❧❡
✷ ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳
✷✳✶ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❇❉❉s
❋♦r ♣✉r❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❖❇❉❉ ✐s ❜② ✐ts❡❧❢ ❛ s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿ ✐❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ✐❢ g ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
■◆❘■❆
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✼
1 ≤ x
✟
✟
❍
❍
2 ≤ x
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
❢❛❧s❡
✭❛✮ ✿ ◆♦ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
2 ≤ x
✟
✟
❍
❍
1 ≤ x
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
❢❛❧s❡
✭❜✮ ✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❖r❞❡r ❛♥❞ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❛t♦♠ an✱ t❤❡♥ an ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❘❖❇❉❉ ❢♦r g✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❘❖❇❉❉ ❢♦r f s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❋♦r ❜♦♦❧❡❛♥✲❛✣♥❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛s✱ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
✐✳❡✳ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ♦r t❤❡✐r ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❇❉❉s✱ s✉❝❤ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ■❢ ❛ ♣❛t❤ ✐s
✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ tr❛✈❡rs❡❞ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❇❉❉✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❝✉t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❇❉❉ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠
♦r❞❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t♦② ❢♦r♠✉❧❛ x ≥ 1 ∧ x ≥ 2✳ ❋✐❣ ✶✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r x ≥ 1 ❜❡❢♦r❡ x ≥ 2✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛②
❝❛r❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ❤❛s ♥♦ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤✳ ■❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s r❡✈❡rs❡❞
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮✮✱ t❤❡ ♣❛t❤ 1.0 ❝❛♥ ❜❡ ❝✉t ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠ x ≥ 1 ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳
❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ n! ♦r❞❡rs ❛r❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✿
❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛t♦♠ an ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ■❢ ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❖❇❉❉ an
♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✮✱ t❤❡♥ an ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
❜② ♣❛t❤ ❝✉tt✐♥❣✳
Pr♦♦❢ ■❢ t❤❡ ❛t♦♠ an(x1, . . . , xm) ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❢♦r✲
♠✉❧❛ f(a1, . . . , an)✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛ g(a1, . . . , an−1)
s✉❝❤ t❤❛t ✿
f(a1, . . . , an) ≡ g(a1, . . . , an−1). ✭✺✮
❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t r✉❧❡ ✷ ❛❜♦✈❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡
❇❉❉ ❢♦r f ✐s ❛ tr❡❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ an✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ w ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ t❤✐s ♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ψw✳ ■❢ ψw ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ s♦ ❛r❡ ψw.1 ❛♥❞ ψw.0✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝✉t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ψw ✐s ❛ ❝♦♥❥✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Pw ✐♥ Qm ♦r Zm✳ ■♥ Pw✱ ❛❧❧ a1, . . . , an−1 ❤❛✈❡ ✜①❡❞ tr✉t❤
✈❛❧✉❡s✱ s♦ ❤❛s g✱ ❛♥❞ s♦ ❤❛s f ❜② ✭✺✮✳ ■❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s tr✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡
♣❛t❤ w.0 ♠✉st ❜❡ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝✉t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❛♣♣❧✐❡s t♦ w.1 ✐❢ t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ❢❛❧s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ an✱ ❛♥❞ an ❤❛s ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳
❚❤✐s s✉❣❣❡st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿
✕ ❈♦♥str✉❝t ❛ ❇❉❉ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛
✕ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✿
✕ ❇r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t♦♠ t♦ t❤❡ ❧❛st ♣♦s✐t✐♦♥
✕ ❈✉t ❛❧❧ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ ❛ ❧❡❛❢ t❤r♦✉❣❤t ❛♥ ♦❝❝✉r❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t♦♠
✕ ❊①tr❛❝t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❉❉
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s♦♥s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❤❛✈✐♥❣
✐ts ❢❛t❤❡r ♣♦✐♥ts ❞✐r❡❝t❧② t♦ ✐ts ♦t❤❡r s♦♥✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✽✾
✽ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
✷✳✷ ▼♦✈✐♥❣ ❆t♦♠s ❆r♦✉♥❞
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t t❛s❦ ✐s t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐♥ t✉r♥ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ❧❛st ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇❉❉ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ❜❡st ♦r❞❡r ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❇❉❉ s✐③❡✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛t♦♠s ❞♦✇♥ ♦♥❡
❛t ❛ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s
q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛s ♦♥❡ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛t♦♠ ❛♥❞ ✐ts t✇♦ s♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞
❤❡r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞❧② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❛t♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
▲❡t B ❜❡ t❤❡ ❇❉❉ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡t a ❜❡ t❤❡ ❛t♦♠ t♦ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦
t❤❡ t♦♣✳
✕ ❇✉✐❧❞ t✇♦ ❝♦♣✐❡s B′ ❛♥❞ B′′ ♦❢ B✳ ■♥ B′✱ ❡❛❝❤ a ♥♦❞❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts
❧❡❢t s♦♥✳ ■♥ B′′✱ ❡❛❝❤ a ♥♦❞❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts r✐❣❤t s♦♥✳
✕ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ❇❉❉ ❢♦r ite(a,B′, B′′)✳
❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❇❉❉ ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✐❢ a ✐s t❤❡ ❧❛st ❛t♦♠✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇
❇❉❉ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤ a ❛s t❤❡ ✜rst ❛t♦♠✳ ❆❢t❡r n ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤
❛t♦♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ t❤❡ ❧❛st ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❝❡ ✭✉♥❧❡ss ✐t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❡❛r❧② ❜② t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳
✷✳✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s
✷✳✸✳✶ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s
■t ✐s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✱ ♦r ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐t
s✐♠♣❧✐✜❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣
❛♥② ❙▼❚ s♦❧✈❡r✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ♥❡❣❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐♥ t✉r♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇✐t❤♦✉t r❡❝♦✉rs❡ t♦ ❇❉❉s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r
♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❛♥ ❙▼❚ s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝ t❛❜❧❡❛✉①✳
✷✳✸✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❚❛❜❧❡❛✉①
❆ s❡♠❛♥t✐❝ t❛❜❧❡❛✉ ❬✶✹✱ ✻❪ ✐s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛
❢♦r♠✉❧❛✱ ✐✳❡✳ t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ tr✉❡✳ ❆ t❛❜❧❡❛✉ ✐s ❛
tr❡❡ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛s ✭♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ❇❉❉s ✿
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✮✳ ❖♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲♥♦❞❡ tr❡❡ ✇❡❛r✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❜❡ t❡st❡❞✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ✐t ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿
✕ ❙❡❧❡❝t ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✉s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✱
✕ ■❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ¬¬φ✱ ❡①t❡♥❞ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✐ss✉✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ✇❡❛r✐♥❣ φ✳
✕ ■❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ φ∧ψ✱ ❡①t❡♥❞ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ❜② t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♥♦❞❡s ✇❡❛r✐♥❣ φ ❛♥❞ ψ✳
✕ ■❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ¬(φ∧ψ)✱ s♣❧✐t ❡❛❝❤ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ t✇♦✱
♦♥❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ¬φ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❜② ¬ψ✳
✕ ❆ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❜♦♦❧❡❛♥ ❝❧♦s❡❞ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✳
■◆❘■❆
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✾
✕ ❆ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛✣♥❡ ❝❧♦s❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛t♦♠s ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛✣♥❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠ s♦❧✈❡r✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s ✿
¬¬φ
φ
φ ∧ ψ
φ
ψ
¬(φ ∧ ψ)
¬φ ¬ψ
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s ❜❛s✐❝ s❝❤❡♠❡✳ ❖♥❡ ♠❛② ❡❛s✐❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡
r✉❧❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ♦r ✇♦r❦ ✇✐t❤ s✐❣♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✭s❡❡ ❬✻❪ ❢♦r ❛♥
❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥❡❞ r✉❧❡s ❢♦r ✐t❡ ❛r❡ ✿
T : ite(φ, χ, ψ)
T : φ F : φ
T : χ T : ψ
F : ite(φ, χ, ψ)
T : φ F : φ
F : χ F : ψ
❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛ t❛❜❧❡❛✉ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛t
✐ts r♦♦t ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ❛ t❛❜❧❡❛✉ ❤❛s ♦♣❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s t❤❡♥ t❤❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r✲
♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✐ts r♦♦t ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❛ t❛❜❧❡❛✉ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ♦♣❡♥
❜r❛♥❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤♦s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
✷✳✸✳✸ ❇❉❉ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥
❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ❛ t❛❜❧❡❛✉ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆♥
❖❇❇❉ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♦♣❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛✉t♦❧♦❣② ✿
(a ∧B) ∨ (¬a ∧ C) ∨D ≡ ite(a,B ∨D,C ∨D).
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❧❡t a ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛t♦♠✱ a∧B ❜❡ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ a✱ ¬a ∧ C t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
¬a✱ ❛♥❞ D t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡✐t❤❡r a ♥♦r ¬a✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❖❇❉❉ ❤❛s a ❛s ✐ts r♦♦t ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❧❡❢t s♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❖❇❉❉ ❢♦r
B ∨ D✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s♦♥ ❛♥ ❖❇❉❉ ❢♦r C ∨ D✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t
D ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❖❇❉❉s ♠❛②
❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r♠✉❧❛✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s
❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ a s✉❝❤ t❤❛t D ✐s ♦❢ s♠❛❧❧❡st s✐③❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✷✳✸✳✹ P✉tt✐♥❣ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❚♦❣❡t❤❡r
❆❧❧ ♦❢ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿
✶✳ ❇✉✐❧❞ ❛ t❛❜❧❡❛✉ T1 ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ φ
✷✳ ■❢ T1 ✐s ❝❧♦s❡❞✱ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡
✸✳ ❇✉✐❧❞ ❛ t❛❜❧❡❛✉ T0 ❢♦r ¬φ
✹✳ ■❢ T0 ✐s ❝❧♦s❡❞✱ r❡t✉r♥ tr✉❡
✺✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ T1 ❛♥❞ T0✱ T ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s
❘❘ ♥➦ ✼✻✽✾
✶✵ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
0 ≤ x
✟
✟
✟
❍
❍
❍
x ≤ 1
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
0 ≤ x+ 1
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
✭❛✮
x ≤ 1
✟
✟
✟
✟
✟
❍
❍
❍
❍
❍
0 ≤ x
✟
✟
❍
❍
tr✉❡ 0 ≤ x+ 1
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
0 ≤ x
✟
✟
❍
❍
❢❛❧s❡ 0 ≤ x+ 1
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
✭❜✮
0 ≤ x+ 1
✟
✟
✟
✟
✟
❍
❍
❍
❍
❍
x ≤ 1
✟
✟
❍
❍
tr✉❡ 0 ≤ x
✟✟ ❍❍
❢❛❧s❡ tr✉❡
x ≤ 1
✟
✟
❍
❍
0 ≤ x
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
❢❛❧s❡
✭❝✮
0 ≤ x+ 1
✟
✟
❍
❍
x ≤ 1
✟✟ ❍❍
tr✉❡ ❢❛❧s❡
❢❛❧s❡
✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ite(x ≥ 0, x ≤ 1, x ≥ −1)
✻✳ ■❢ T ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦♣❡♥ ❜r❛♥❝❤✱ s✐♠♣❧✐❢② ✐t ❛s ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✸✳✶
✼✳ ■❢ ♥♦t✱ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❖❇❉❉ B ❢♦r T ❛s ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✸✳✸
✽✳ ❘❡♣❡❛t n t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ φ
✕ ❈✉t ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤s ✐♥ B
✕ ▼♦✈❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛t♦♠ ♦❢ B t♦ t❤❡ t♦♣ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✷
✾✳ ❊①tr❛❝t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ψ ❢r♦♠ B
✶✵✳ ❘❡t✉r♥ ψ ✐❢ T1 ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ st❡♣ ✺✱ ❛♥❞ ¬ψ ✐❢ ♥♦t✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✳ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛❣❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ite(x ≥ 0, x ≤ 1, x ≥ −1)✳ ❋✐❣✳ ✷✭❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r❞❡r
0 ≤ x, x ≤ 1, x ≥ −1✳ ■♥ ✭❜✮✱ ❛t♦♠ x ≥ −1 ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢
t❤❡ ❇❉❉✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ■♥ ✭❝✮✱ x ≥ 0 ✐s ♥♦✇ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ t❤❡ tr✉❡ s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ♦❝❝✉r❡♥❝❡
♦❢ 0 ≤ x ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✉❡
s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ 0 ≤ x ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❋✐❣✳ ✷✭❞✮ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❖❇❉❉✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts x ≤ 1 ∧ x ≥ −1✳
✷✳✹ ◗✉❛sts
❆ q✉❛st ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❇❉❉✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦r❞❡r❡❞✳ ◗✉❛sts ❛r❡
♥❛t✉r❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❧❡❛✈❡s ❛r❡
❛✣♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛st r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ✈❛❧✉❡✲❜❛s❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✸❪✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ q✉❛st s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✭✐♥ ❱❍❉▲ ♣❛r❧❛♥❝❡✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
■◆❘■❆
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✶✶
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛st
❛ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡❛❢✱ ❛♥❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ✐t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r ❜②
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢♦r t❤❡ k✲t❤ ❧❡❛❢✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ❛❧❧
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ❢❛❧s❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛✈❡s
❛r❡ ❞♦♥✬t ❝❛r❡s✳ ❉♦♥✬t ❝❛r❡s ✭❤❡r❡ ♥♦t❡❞ ⊥✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② r✉❧❡s ❧✐❦❡ ✿
ite(x, y,⊥)⇒ y.
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s②♥t❤❡s✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❬✶❪ ✿
ite (c2 + c3 + 1 ≤ L,
ite(c2 + c4 + 1 ≤ L, S1, S2)
ite(c2 + c4 + 1 ≤ L, S1, S3)
❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ S1 ✐s
ite(c2+c3+1 ≤ L, ite(c2 + c4 + 1 ≤ L, true, false), ite(c2 + c4 + 1 ≤ L, true, false)),
❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ c2 + c4 + 1 ≤ L✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r S2 ✐s ✿
ite(c2+c3+1 ≤ L, ite(c2 + c4 + 1 ≤ L,⊥, true), ite(c2 + c4 + 1 ≤ L,⊥, false)),
❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ c2 + c3 + 1 ≤ L✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r S3 ✐s ✿
ite(c2 + c3 + 1 ≤ L, ite(c2 + c4 + 1 ≤ L,⊥,⊥), ite(c2 + c4 + 1 ≤ L,⊥, true)),
❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ tr✉❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ✿
ite (c2 + c4 + 1 ≤ L,
S1,
ite(c2 + c3 + 1 ≤ L, S2, S3)
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❢ ♦r❞❡r✱ ❜✉t
t❤✐s ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡r✳
✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
✸✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❙❡❝t✳ ✷✳✸✳✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❏❛✈❛
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❙▼❚ s♦❧✈❡r ✐s ❛ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡♠❛♥✲
t✐❝ ❚❛❜❧❡❛✉ ♠❡t❤♦❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✈❛r✐❛♥t✳ ❘✉❧❡s ❢♦r ♠❛♥② ❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✭✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡♥ ❡❧s❡✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ s✉♣✲
♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❜❛s✐❝ ∧ ❛♥❞ ¬✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r
❉◆❋ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❧✲✐♥t❡❣❡r ❧✐♥✲
❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t♦♦❧ P■P ✶✳ P■P ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❜♦t❤ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛t t❤❡ t✉r♥ ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ P■P ❤❛♥❞❧❡s ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲str✐❝t ❝♦♠♣❛r❛t♦r
≥✳ ❆ str✐❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ x > 0 ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② x ≥ ǫ ✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐✈❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ P■P r❡t✉r♥s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ǫ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥❧② t♦ ♠❛❦❡ ǫ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳
✶✳ ✇✇✇✳♣✐♣❧✐❜✳♦r❣
❘❘ ♥➦ ✼✻✽✾
✶✷ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
♥❛♠❡ s✐③❡ ❜❡❢♦r❡ ❛❢t❡r t✐♠❡
❙♠❛❧❧
❣✶❣✷✳❞❛t ✸ ✷ ✶ ✵✳✵✶✷
❣✷❧✸✳❞❛t ✺ ✸ ✷ ✵✳✵✶✺
s♣❧✐t✲❝❡♥t❡r❡❞✳❞❛t ✹ ✸ ✷ ✵✳✵✸✵
❞✐❧❧✐❣✳❞❛t ✹✵ ✺ ✷ ✵✳✶✵
s❝❤♦❧❧✷✳❞❛t ✼ ✹ ✸ ✵✳✵✶✽
◗✉❛sts
♠❛t♠✉❧✲✸✳q✉❛st✷✳❞❛t ✶✵ ✹ ✹ ✵✳✵✸✾
♣♦❧②✲✶✳q✉❛st✶✳❞❛t ✶✹✷ ✾ ✸ ✵✳✶✹
♣♦❧②✲✶✳q✉❛st✷✳❞❛t ✻✷ ✽ ✷ ✵✳✵✻✷
♣♦❧②✲✶✳q✉❛st✸✳❞❛t ✶✸✶ ✽ ✹ ✵✳✶✻
♣♦❧②✲✶✳q✉❛st✹✳❞❛t ✸✸ ✻ ✸ ✵✳✵✺✶
♣♦❧②✲✸✳q✉❛st✶✳❞❛t ✶✽ ✹ ✶ ✵✳✵✷✸
♣♦❧②✲✺✳q✉❛st✶✳❞❛t ✽ ✹ ✷ ✵✳✵✶✷
♣♦❧②✲✻✳q✉❛st✶✳❞❛t ✶✶ ✹ ✷ ✵✳✵✸✸
❝❤♦❧❡s✲◗✷✳❞❛t ✷✾✶✽ ✶✵ ✶ ✵✳✷✷
❝❤♦❧❡s✲◗✹✳❞❛t ✺✷✾✶ ✶✶ ✸ ✵✳✹✻
❝❤♦❧❡s✲◗✺✳❞❛t ✺✵✸✸ ✶✵ ✻ ✵✳✹✶
❝❤♦❧❡s✲◗✻✳❞❛t ✶✶✾✻ ✾ ✶ ✵✳✶✷
t❤♦♠r✲❈✷✸✳❞❛t ✹✶✵✺ ✶✶ ✻ ✵✳✺✹
t❤♦♠r✲❙❳✸✳❞❛t ✷✷✾✽ ✶✸ ✻ ✵✳✺✸
t❤♦♠r✲❲❈✸✳❞❛t ✸✷✼✺ ✶✻ ✸ ✵✳✺✻
t❤♦♠r✲❩✶✷✳❞❛t ✷✷✾✽ ✶✸ ✶ ✵✳✹✺
t❤♦♠r✲❩✶✺✳❞❛t ✶✽✶✹ ✶✺ ✶ ✵✳✷✽
❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❚❤❡ ❇❉❉ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❛❧s♦ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡✳ ■t ✉s❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐q✉❡ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞ ❬✾❪ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❞✐❛❣r❛♠s✳
❙❡✈❡r❛❧ ❢r♦♥t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r
✐♥♣✉t s②♥t❛①❡s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❈✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❙▼❚▲✐❜ s♠t✷ s②♥t❛①✱ ❛♥❞
t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ s②♥t❛①✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ q✉❛st s✐♠♣❧✐✜❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ s②♥t❛①✳
✸✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ♠❛♥② ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♦r✐❣✐♥s✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❆❧❧ s♦✉r❝❡ ✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
❛t ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴▲■P✴❈❖▼P❙❨❙✴❚♦♦❧s✴❙✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛
❢♦r♠✉❧❛ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s✳
❚❤❡ ✏❜❡❢♦r❡✑ ❛♥❞ ✏❛❢t❡r✑ ❝♦❧✉♠♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❧✉♠♥s ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✱ ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛t♦♠ ♥❡❣❛t✐♦♥s✱ ♦r s♣❧✐t ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈❡♥tr✐♥♦ ✷ ❝❧♦❝❦❡❞ ❛t ✷✳✺ ●❍③
✇✐t❤ ✷ ●❇②t❡s ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ r✉♥♥✐♥❣ ❯❜✉♥t✉ ✶✵✳✶✵ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♥ ✶✳✺ ❏❱▼✳ ❖♥
r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡
r❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❛ s❡r✐❡ ♦❢ ✽ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r♦✉♥❞❡❞ t♦
t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✜❣✉r❡s✳
■◆❘■❆
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✶✸
♥❛♠❡ s✐③❡ ❜❡❢♦r❡ ❛❢t❡r t✐♠❡
❢♦r♠✉❧❛✲✵✷✻✳♠ ✶✾ ✶✵ ✽ ✵✳✻✵
❢♦r♠✉❧❛✲✶✹✷✳♠ ✶✾ ✶✵ ✾ ✵✳✻✺
❢♦r♠✉❧❛✲✶✺✶✳♠ ✷✺ ✶✸ ✶✶ ✶✳✾
❢♦r♠✉❧❛✲✶✾✷✳♠ ✷✺ ✶✸ ✶✵ ✶✳✸
❢♦r♠✉❧❛✲✶✵✼✳♠ ✷✼ ✶✹ ✶✸ ✼✳✶
❢♦r♠✉❧❛✲✵✻✾✳♠ ✷✼ ✶✹ ✶✷ ✶✶
❢♦r♠✉❧❛✲✶✹✼✳♠ ✷✾ ✶✺ ✶✶ ✸✼
❢♦r♠✉❧❛✲✵✶✶✳♠ ✷✾ ✶✺ ✶✹ ✶✶
❢♦r♠✉❧❛✲✶✷✹✳♠ ✸✶ ✶✻ ✶✹ ✷✽
❢♦r♠✉❧❛✲✶✶✺✳♠ ✸✶ ✶✻ ✶✹ ✽✶
❢♦r♠✉❧❛✲✷✷✼✳♠ ✸✸ ✶✼ ✶✶ ✽✳✻
❢♦r♠✉❧❛✲✷✻✸✳♠ ✸✸ ✶✼ ✶✸ ✹✵
❢♦r♠✉❧❛✲✵✾✹✳♠ ✸✸ ✶✼ ✶✷ ✻✼
❢♦r♠✉❧❛✲✷✷✽✳♠ ✸✸ ✶✼ ✵ ✵✳✶✷
❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r♠✉❧❛s
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ✜rst ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❉✐❧❧✐❣ ❡t✳
❛❧✳ ❬✽❪ ✿
op = 0 ∨ (op 6= 0 ∧ op = 1) ∨ (op 6= 0 ∧ op 6= 1 ∧ op = 2)
∨(op 6= 0 ∧ op 6= 1 ∧ op 6= 2 ∧ y 6= 0)
∨(op 6= 0 ∧ op 6= 1 ∧ op 6= 2 ∧ op 6= 3)
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❛t ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr✐✈✲
✐❛❧❧②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙❝❤♦❧❧ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✶✸❪ ✿
x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ x+ y > 0 ∧ x+ 2y > 0
s❤♦✇s t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣r♦❝❡ss ✿ ✐t ❤❛s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦✉t✲
❝♦♠❡s✱ ♥♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢✉rt❤❡r✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② q✉❛sts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛✲
t✐♦♥ ❜❛❝❦❡♥❞ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ s②♥t❤❡s✐s t♦♦❧ ❬✶❪ ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥
t♦♦❧ ❬✶✶❪✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ r❛t✐♦♥❛❧s✱ t❤❡ q✉❛sts ❡①❛♠✲
♣❧❡s✱ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧♦♦♣ ❝♦✉♥t❡rs ♦r ❛rr❛② s✉❜s❝r✐♣ts✱ ✇❡r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡r❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❤❛❞ ♠❛♥② ❛t♦♠s✱ ❜✉t
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❡❛s② ❛♥❞ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡✳
▲❛st❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❉❛✈✐❞
▼♦♥♥✐❛✉① ❢♦r t❡st✐♥❣ ❛ ♥❡✇ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✷❪ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✷ ❛r❡ ✐♥ ♣r❡♥❡① ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✐t ✇❛s ❡❛s② t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡✐r
q✉❛♥t✐✜❡r ♣r❡✜① ❛♥❞ t♦ ❛tt❡♠♣t s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r ❜♦❞②✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡
❡①❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t s✐♠♣❧✐❢② ♦❢t❡♥✳ ■t ✐s
❧✐❦❡❧② t❤❛t✱ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ❛t ♦r ♥❡❛r ✐ts ✇♦rst ❝❛s❡
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❜♦r♥❡ ♦✉t ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
s✐③❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛♥② s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s r✉♥ ❢❛st❡r t❤❛t t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✿ r❡♠♦✈✐♥❣
❛♥ ❛t♦♠ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② t✇♦✳
✷✳ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲✈❡r✐♠❛❣✳✐♠❛❣✳❢r✴⑦♠♦♥♥✐❛✉①✴❞♦✇♥❧♦❛❞✴
❘❘ ♥➦ ✼✻✽✾
✶✹ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r
✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✹✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❡❛s✐❧② ✉s✐♥❣ ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t ❧❡✈❡r❛❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡s s❡✈❡r❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ✿ s❡♠❛♥t✐❝s t❛❜❧❡❛✉① ❢♦r ❢❛st ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
❢♦r♠✉❧❛s✱ ❖❇❉❉ ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣❛t❤ ❝✉tt✐♥❣✱
❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❖❇❉❉ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛t❤s✳
❲❤✐❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣
❧♦❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ φ ∧ true ≡ φ ♦r φ ∨ φ ≡ φ ✐s ❛ ❝❤❡❛♣ ✇❛② ♦❢ ❣r❡❛t❧②
✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❝❛s❡✱ s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛t♦♠s ❜② t❤❡✐r
str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ✭✷✮ ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❣♥♦st✐❝s t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤✐s t❤❡♦r②
✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ♥❡❣❛t✐♦♥ ✕ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛t♦♠ ✕ ❛♥❞
t❤❛t ✐t ❤❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② t❡st❡r✳ ❚♦ ♣✉rs✉❡ t❤❡ ♠❡t❛♣❤♦r✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛t♦♠s ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✕ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✕ t❤✉s r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠ ❙♦❧✈❡r ❜② ❛ ❢✉❧❧ ❙▼❚ s♦❧✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤♦✇ t♦ ❣r♦✉♣ ❛t♦♠s
✐♥t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s
❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ✐♥ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s❡s ♦♥❧② ❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r❡❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛ x = 0 ∨ x ≥ 1✱ x ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ x ≥ 0✱
❜✉t t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❛♥
♦r❛❝❧❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛t♦♠✳ ■t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ite(x ≥ 0, x = 0∨ x ≥ 1, x = 0∨ x ≥ 1) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❡ ✐s ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t♦♠s✳
❙✐♥❝❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛t
♣r❡s❡♥t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♠❛② ♥❡❡❞ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦❣✐❝ s②♥t❤❡s✐③❡rs
♠❛② ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥♣✉t✱ ✐♥ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♠♣✐❧❡rs ✿ ❛ ♣♦st✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡
♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭✹✮ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❇♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ s②♥t❤❡s✐s✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ str❡♥❣t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❛♥② ✇❛② ❛♥❞ ✐s ❝❧✉t✲
t❡r❡❞ ❜② ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r✲❝♦♥✈❡rt❡❞
❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s✳ ❆ ♠♦r❡ str❡❛♠❧✐♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳
▲❛st❧②✱ t❤❡ ❣r❡❛t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✐st✉r❜✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛rr❛♥ts ❢✉rt❤❡r
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❏❱▼ ❛♥❞ ✐ts ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r✱ ♦r t♦
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts s❝❤❡❞✉❧❡r ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✱ ♦r ❡✈❡♥ t♦ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦r ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t ♣r❡s❡♥t✳
■◆❘■❆
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆✣♥❡ ❋♦r♠✉❧❛s ✶✺
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❆❧✐❛s✱ ❇♦❣❞❛♥ P❛s❝❛✱ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞r✉ P❧❡s❝♦✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♣❣❛✲s♣❡❝✐✜❝ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ■♥ ❆♥❞r❡❛s ❑♦❝❤✱ ❘❛♠ ❑r✲
✐s❤♥❛♠✉rt❤②✱ ❏♦❤♥ ▼❝❆❧❧✐st❡r✱ ❘♦❣❡r ❲♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❚❛r❡❦ ❆✳ ❊❧✲●❤❛③❛✇✐✱
❡❞✐t♦rs✱ ❘❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✲ ✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ❆❘❈ ✷✵✶✶✱ ❇❡❧❢❛st✱ ❯❑✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✺✼✽ ♦❢
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✸✕✻✻✱ ✷✵✶✶✳
❬✷❪ ❈✳ ❇❛st♦✉❧✳ ❈♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ②♦✉
t❤✐♥❦✳ ■♥ P❆❈❚✬✶✸ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❛♥❞ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣❛❣❡s ✼✕✶✻✱ ❏✉❛♥✲❧❡s✲P✐♥s✱ s❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳
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